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Resumo: O objetivo deste trabalho é apresentar modelosmaédios para resolucdo do
problema de transporte, afim de determinar o camegto de uma rede que possibilite

minimizar o custo total do transporte.

1. Introducao

Com base erf8] e[4]; no mundo de hoje, o avanco tecnoldgico, a glebe#io e o
aumento constante da competitividade, entre odatmges, tornam os problemas mais
complexos em praticamente todas as areas do merchdgando as empresas a serem
cada vez mais eficientes. Elas precisam cada vez rdg@ido, decidir como disponibilizar
seus produtos no local onde o mercado o exigegrdeafa obter o maximo retorno com o
minimo custo possivel, ou seja, precisam otimizussprocessos. Alguns problemas
praticos de operacdo no cotidiano das empresasp @ranalise de decisbes que se
preocupa exatamente com a avaliacdo de alterngbiaes "escolher a melhor solucdo
dentre as finitas maneiras de realiza-la", ou sgjamerar as solucdes possiveis e escolher
a melhor.

Durante o processo geral de producdo, comercidlivag distribuicdo de um
determinado produto, as empresas devem cumprirosoprazos de entrega estabelecidos,
para que nao venha trazer insatisfacdo nos cliemteem isso perda de mercado. A
programacao linear € um dos recursos matematia@iosgara maximizar ou minimizar
funcbes lineares sujeita a algumas restricdes gtefdinadas, e estd intimamente
direcionada para a resolucao de situacdes complErasneio dela, poderemos escolher a

melhor alternativa, consideradas as variaveis paratencdo de um resultado previamente



definido.

1.1 Formas de Programas Lineares

O modelo a seguir extraido d#0] apresenta uma forma geral de problemas de
programacao linear. O problema de Programacéao Liesta direcionado para a resolucao
de situacdes complexas com inUmeras variaveis, ows objetivos definidos. A
Programacao Matematica consiste na determinac&aldoden variaveis X1 X2, . .., Xn
que tornam minimo ou méaximo, dependendo do objetkador da funcdo: (X1,
X2, ..., XN
sujeito amrestricdes

gixL, X2, ..., xp>bi, i=1,2,...,m
podendo ainda ter-se
x>0, j=212,...,n.
Em programacao linear quando as restricdes de uhelmedo apresentadas na forma de
inequagoes, diz-se que esse modelo esta na FormaaiCa
Minimize

Z = C1X1+C2X2+...+CnXn

Sujeito arestricoes:
alixXl+al2X2 +...+alnXn > bl
a21X1 +a22x2 +...+a2nXn > b2

élel +am2X2 +...+amnXn> b2
Funcdo a minimizarfuncao objetivo.
Inequacbesiestricdes.
Conjunto de solugBes que satisfazem as restrigobrg;6es admissiveis.
Solugdo admissivel que minimiza a funcdo objetbaducdo otima.
Coeficientes ¢ coeficientes de custo.
Coeficientesij: coeficientes tecnologicos.

Coeficientedi: termos independentes.



1.2 O Problema de Transporte

Com base no livr¢2], [8] e [9], pode-se dizer que o problema de transporte pode
ser formulado como um problema de programacaorlir@grimeiro e mais importante
passo da resolucdo de um problema de transportué @lentificacdo, apds isso teremos
mais condi¢des de formularmos um modelo que podeersar para resolver o problema.
O Problema de Transporte consiste basicamente &mrdear a situacao da distribuicdo de
um determinado produto que:

1. inicialmente, se encontra disponivel em origens com capacidades de

fornecimento ai> 0, senda =1, 2,. .., m(oferta);

2. sera utilizado em destinos, que podem absorver uma quantidbped, sendo

j=12, ..., n(procura);

3. deve ser enviado para os destinos, esgotando spenibilidades de cada

origem(fontes) e satisfazendo as necessidades dm destino(demanda). Além

disso procurar minimizar o custo total envolvidoprocesso de distribuicdo desse

produto. Sabendo que o custo unitario de transplarteroduto da origempara o

destinoj € dado porCij, o processo de distribuicdo desse produto pode ser

representado através de um grafo, denotad&po¢V,E), em quéeV é o conjunto de

nés eE o0 conjunto de arcos que ligam regides com atilédaecondmicas

interdependentes. A FIGURA 1 abaixo apresenta steraa de transporte com trés

fontes e trés destinos:

Ofertd Procura

F[:'
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FIGURA 1 Sistema de transporte com trés fonteéssdestinos

2. Formulagcdo Matematica do Problema

Com base no livrl] e [4] podemos dizer que, objetivo do problema é determinar
o numero de unidades que devem ser transportadaaddefonte para cada destino de
maneira a minimizar o custo total de transporteaRanseguir atingir os resultados
esperados o0 modelo serd formulado com basdungdo objetivoabaixo, que € de

fundamental importancia para resolugéo do problema:

Minimizar Z = 1 T
E E CijaXqq
Onde: 5 . J J
i=1j5=1
Z = Custo total de transporte;

Cij = Custo de transporte do produto que vaiatai para o desting
Xij = Representa o numero de unidades a serem oréexdps da fontepara o

destingj ; sendo:

r;;>0,i=1,....m j=1,...,n

obedecendo as seguintes restrigoes:

* 0 numero total de unidades transportadas, a partir
da fonte i, deve ser igual a capacidade de
fornecimento ada fonte:

e

E rij = a;, 1= 1,...,m
=1

- O numero de unidades transportadas para o dgstieee ser igual a

sua capacidade de absorgjio

T
E iI?,{,'_..}' == bj‘ J‘ — 1._. .« e . T
i=1



Para que o problema seja possivel de ser resolvidecessario que a quantidade de
produtos a ser transportada da fonte seja iguaéalgega aos destinos, ou seja,

Tre T

> ai= > b

i—1 j=1

3. Aplicacéo Pratica do Problema de Transporte

Vejamos o exemplo a seguir extraido[Bf Suponhamos que uma empresa possuli
dois armazén8l eA2 com 100 e 50 unidades de um determinado produwjaal deve ser
transportado para trés mercads, M2 e M3 que consomem respectivamente 80, 30 e 40
unidades. Além disso os custos de transporte doaz&nsAi para os mercaddslj sdo
dados pela TABELA 1 abaixo:

M1 M2 M3
Al 5 3 2
A2 4 2 1

TABELA 1 - Custos de transporte
O grafo que representa este problema é a FIGURAR@, sistema de transporte com

duas fontes e trés destinos:

b

i1

FIGURA 2 - Sistema de transporte com duas fonte&sedestinos
A formulacdo matemética deste problema é a seguinte

Minimizar Z = 5x11 + 3x12 + 2x13 + 4x21 + 2x22 + 1x23 ;



Sujeito as restri¢des:

» de capacidade das fontes: x11 +x12 +x13 =100
X21 +x22 +x23 = 50

» de absorcgéo pelos destinosx11 +x21 = 80
x12 +x22 = 30
x13 +x23 = 40

» custos de transporte das rotas:C11 = 5; C12 =3 (X,
C21=4;,C22=2;C23=1,;

comXj>0,i=12, j=123.

Para facilitar o entendimento vamos utilizar a TABE abaixo:

Destinos
Origens Oferta
1 2 3
5 3 2
1 X1 X12 X13 100
4 2 1
2 50
X21 X22 X23
Demanda 80 30 40
TABELA 2

3.1 Determinacdo de uma Solucédo Bésica Inicial

A solucéo basica inicial é a primeira solucdo qfss&az a todas as restricdes, tendo
as variaveis X com valores nulos ou positivos. Para encontrasdiaicéo, existem dois
métodos que vamos utilizar e que foram extraidoévdm [2]:

» Meétodo do Custo Minimo

« Meétodo do Canto Noroeste

3.1.1 Método do Custo Minimo

O método do custo minimo € o mais utilizado e a&mas quase sempre, uma

solucéo incial que é 6tima. O objetivo desse mééopmcurar por um solucao viavel



inicial de menor custo total. O procedimento égusde:

« Atribuir o maior valor possivel a variavel que tardimenor custo de
transporte e cortar a linha ou coluna satisfeitaekemplo acima, devemos
fazer X23 = 40, ja que C23 = 1, eliminando-se eeiea coluna da demanda,
gue se encontra satisfeita.

« Ajustar os elementos da linha ou coluna ndo ajastagartir da variavel
gue tem o menor custo. Assim, no exemplo, temodapez X22 = 10, ja
gue C22 = 2, o que satisfaz a segunda linha d&aofer

« Repetir 0 processo para as variaveis que tenhamsouistos, em ordem
crescente. Sendo assim, devemos fazer=xR0, j4 que €2 = 3, eliminando a

segunda coluna da demanda e ajustando a primeira linha com o valor X11 = 80,
completando o quadro.

Vejamos como fica a TABELA 2 ao aplicarmos o métddausto minimo:

Solucéo esta representada abaixo pela TABELA 3:
x11= 80 x12= 20 x22= 10 x23= 40
x13=0,x21=0
Z = 80*5+ 20*3 + 0*2 + 0*4 + 10*2 + 40*1 = 520

Destinos
Origens Oferta
1 2 3
5 3 2
1
80 20 nb 100
4 2 1
2
nb 10 40 50
Demanda 80 30 40
TABELA 3

Nota-se que as variaveis X21 e x13 assumem valor ou seja, elas nao fazem
parte da expressao e sao ditas variaveis nao badi¢a

Facilmente se constata neste quadro que as somasldees das variaveis em cada
linha (coluna) séo iguais ao valor de oferta (prarteferente a essa linha (coluna). Isto
significa que a solucdo dada neste quadro satisfaglacdes de igualdade do problema de

transportes.Como além disso todos os valores dewes sdo ndo negativos, trata-se de



uma solugcdo admissivel do problema.
3.1.2 Método do Canto Noroeste

Veremos abaixo os procedimentos que sao realizsgosnétodo do canto noroeste
para obtencéo da solucdo basica inicial:

Comeca-se por dar um valor ndo negativo a varigiughda na entrada a noroeste
(x11). Este valor é atribuido de modo a néo violarthoena das restricoes de igualdade e ao
mesmo tempo esgotar uma das ofertas ou procura Ass

x11 = min{al, bl}
Primeiro Caso: Seal < bl. A oferta na linha 1 é esgotada, mas a procucdlnaa 1 fica
por satisfazer e tera o valat - al. Portanto todas as variaveis dessa linha settéde mao
basicas) e essa linha deixa de ser considerada.
Segundo Caso: Sebl < al. E a situagdo inversa da anterior. A procuraalana 1 é
esgotada enquanto a linha 1 passa a ter uma dfedd - bl. A coluna 1 deixa de ser
considerada em futuros desenvolvimentos, ou sej@stantes variaveis dessa coluna sao
ndo basicas com valor nulo.
Terceiro Caso: Seal =bl. Neste caso tanto a oferta quanto a procurasgfaglas.
Este tipo de processo é repetido atémuen -1 iteracdes conduzirdo a uma solucéo basica
admissivel.
Vamos aplicar o método do canto noroeste ao nossu@o:
x11 = min{80, 100 = 80

e esgota-se a procura na coluna 1. Entdo a outevebhdessa coluna21 sera nula e ndo
basica. A oferta na linha 1 passara a ser-180 = 20. Portanto apds a primeira iteracao
teremos a TABELA 4 abaixo:

Destinos
Origens Oferta
1 2 3
5 3 2
1 80 20
4 2 1
2
nb 50
Demanda 0 30 40

TABELA 4 - ApOs primeira iteracao




A regra do canto noroeste vai agora determinatar da variavel

x12 = min{20, 30} = 20
A oferta fica esgotada e a procura nessa colunticeaiigual a 30 20 = 10, obtendo-se a
TABELA 5 abaixo:

Destinos
Origens Oferta
1 2 3
5
1 80 20 nb 0
4
2 nb 50
Demanda 0 10 40
TABELA 5 — ApOs segunda iteracao
A regra do Canto Noroeste escolhe agora
x22 = min{10, 50} = 10
obtendo-se a TABELA 6 abaixo:
Destinos
Origens Oferta
1 2 3
5
! 80 20 b 0
4
Demanda 0 0 40
TABELA 6 — ApOs terceira iteracdo
Por fim,x23 = min{40, 40} = 40 e obtendo-se a TABELA 7:
Destinos
Origens Oferta




1 2 3
5
1 80 20 nb
4
2 nb 10 40
Demanda 0 0 0

TABELA 7 — Apés a quarta iteracao
por coincidéncia corresponde a mesma solucdo aigelissncontrada pelo método do

custo minimo que apresentamos anteriormente.

3.2 Obtenc&o Da Solucéo Otima
O meétodo a seguir foi extraido do livigd]. Para testar a otimizacdo da solucdo
encontrada e determinar a variavel que deve entdnase, caso exista alguma, vamos
utilizar o seguinte método:
» Método dos Multiplicadores

Primeiro passo: Definir as variaveis Ui e Vj

* Acada fonte i € associada uma variavel Ui.

* Acada destino j é associada uma variavel Vj.
Para o exemplo teremos:

ul, u2, vi, v2,v3

Segundo passo: Desenvolver as equagdes

* A cadavariavel basicaXij da solucéo inicial, deve-se associar a seguinte

equagao:
ui +vj =cij

Para o exemplo teremos:

para x11: ul +v1l=25;
para x12: ul +v2 =3;
para x22: uz2 +v2 =2;
para x23: u2 +v3 =1,

Para resolver o sistema, devemos tomar uma vagaadduer e iguala-la a zero, fazendo
ul = 0, encontramos:
ul=0,vli=5v2=3,u2=-1,v3=2



Terceiro passo: Encontrar o ganho ou perda de inserir wardavel ndo basio@ao
incorporada a solucéo) na base
e A cada variavel ndo basica(xij) deve-se calcular:
Pij = Cij — ui — vj;
» Se Pij>0 a solucao é 6tima.
* Se Pij <0 a solucdo nao é 6tima, ou seja, exigt@a onelhor.
para o exemplo teremos:
Para x21.: P21=4+1-5=0
Para x13: P13=2+0+2=4
Como nédo ha avaliagdo negativa, a solugcéo é déinteetanto a avaliacdo de x21 é nula,

existe outra solucao otima.

4. Conclusao

O modelo apresentado neste trabalho € de fundanemtartancia para resolucéo
de problemas reais, muito frequente e de enormeagfb no processo de distribuicdo dos
produtos que sdo comercializados por parte das esag(fabricas e consumidor)
envolvidas, oferecendo um retorno desejavel taata p cliente quanto para a empresa. A
otimizacao de custos e recursos, voltado ao ateamdoydos requerimentos dos clientes cria
diferenciais para empresas com relacdo aos comtesraliado a rapidos retornos de
investimento.

O modelo pode ser expandido para um quantidader m@ifontes, destinos e rotas,
visando encontrar rotas alternativas e tornandoobl@ma a ser resolvido mais flexivel.
Com auxilio do processamento computacional poderapslamente encontrar solucdes
viaveis e testar se elas sdo Otimas, podendo ammecarretar um aumento da
competitividade da empresa frente a outras.

Algumas ferramentas(softwares) que podem seradiig para resolver o problema
de transporte estdo descritas abaixo e podem saontemdas em hitp:/
geocities.yahoo.com.br/algomesjr2004

« LINDO (Linear, INeractive, and_[3crete (®timizer) € uma
conveniente, mas poderosa ferramenta para resBhodnlemas de

Programacao linear, inteira e quadratica.



- LINGO ¢é uma ferramenta simples para utilizar o poder da
otimizacdo linear ou nao-linear para formular peoths grandes
concisamente, resolvé-los e analisar a solucao.

« SOLVER DO EXCEL com o Solver vocé pode localizar um valor
ideal para uma férmula em uma célula - chamada éd@ac de
destino - em uma planilha.

+  XPRESS-MP assim como o LINDO, € uma poderosa ferramenta de

modelagem e otimizacdo matematica.
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